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TD 3 - Suites de fonctions et espaces compacts

Questions de cours.

(a) Soit (f)n une suite de fonctions f, : (E,dg) — (F,dp) entre espaces métriques. Que veut
dire : la suite (f,,) converge ponctuellement vers foo : E — F'?

(b) Soit (fn)n une suite de fonctions f, : (F,dg) — (F,dF) entre espaces métriques. Que veut
dire : la suite (f,,) converge uniformément vers fo, : E — F'?

(c) Est-ce que la convergence simple (ou ponctuelle) implique la convergence uniforme ? Est-ce
que la convergence uniforme entraine la convergence simple ?

(d) Soit (fn)n une suite de fonctions continues. Supposons que f, converge ponctuellement vers
une fonction f. Est-ce que f est forcément continue ? Et si la convergence était uniforme ?

(e) Soit E un espace métrique et A une partie de E. Donner la définition de recouvrement ouvert
de A.

(f) Soit F un espace métrique et A une partie de E. Donner la définition de sous-recouvrement
d’un recouvrement de A.

(g) Soit E un espace métrique. Enoncer la propriété de Borel-Lebesgue, satisfaite par un compact
K de E.

(h) Soit E un espace métrique. Quelle propriété a toute suite & valeurs dans un compact de E 7

(i) Soit F un espace métrique. Qu’est-ce qu’une suite décroissante de parties de E? Quelle
propriété vaut pour ces objets si F/ est compact ?

(j) Soit V' =R™. Donner une caractérisation des compacts de V.

(k) Quelle est la relation entre les fonctions continues et les fonctions uniformément continues ?
Et si f est définie a valeurs dans un ensemble compact 7

(1) Enoncer le théoréme de Heine.

Suites de fonctions

Exercice 1. Soit R muni de la valeur absolue standard. Soit f, : [0,1] = R, n € N, la suite de
fonctions définie par
fn(x) = max{1 — nz,0}.

(a) Montrer que la suite (f,,) converge ponctuellement vers une fonction f, : [0,1] — R, qu’on
explicitera.

(b) Est-ce que fo est continue? En déduire que la suite (f,,) ne converge pas uniformément.

Soit maintenant C°([0, 1], R) 'ensemble des fonctions continues f : [0,1] — R. Notons par |||
la norme infini sur C°([0, 1], R).

(c) Calculer || fy||,, pour tout n € N.

(d) Calculer || fn, — fm|l, pour tout n,m € N.

(e) En déduire que (f,), n'est pas une suite de Cauchy dans (C°([0, 1], R), [|-||)-
(f) Montrer que la suite (f,), n’est pas convergente dans (C°([0, 1], R), [|-|| . )-

Exercice 2. Soit R muni de la valeur absolue standard. Dénotons par
|z] :=max{n €Z | n <z}
la partie entiere de € R. Pour n € N*, soit f,, : [0,1] — R la suite de fonctions définie par

fulz) = 1o

n

(a) Dessiner le graphe de f,, pour n =1,2,3.



(b) Montrer que f,, converge ponctuellement vers une fonction f : [0, 1] — R, que 'on déterminera.
(c) Montrer que cette convergence est uniforme.
Exercice 3. Soit V' = R™ un espace vectoriel, muni d’une norme [|-|| quelconque. Soit d la

distance induite par la norme ||-||. Soit (A, ), une suite croissante de sous-ensembles de V', c’est-
a~dire A,, C A,, pour tout n < m. Soit f,, : V — R D'application définie par

fulz) =d(z, Ap).

(a) Montrer que les fonctions f,, sont 1-lipschitziennes.
(b) Montrer que f,(x) est une suite décroissante pour tout z € V.

(c) En déduire que la suite (f,,) converge ponctuellement vers f: V — R.

oo
(d) Montrer que f(z) = d(x, A), on A = U A,.
n=1
(e) Montrer a 'aide d’un exemple que la convergence n’est pas uniforme en général.

(f) Pour tout K C V compact, montrer que la suite (f,|x)n converge uniformément vers f|gx.

Exercice 4. Soit f,, : R — R, n € Z la famille d’applications donnée par

r—n singxgn—i—%,
fal@)=<n+1—2 sin—i—%ﬁxﬁn—kl,
0 autrement.

a) Dessiner le graphe de f,,.

(
(b) Montrer que la suite f, converge ponctuellement vers l’application nulle quand n — 400 .
(

(

¢) Montrer que f, ne converge pas uniformément sur R.

)
)
)
)

d) Montrer que f, converge uniformément sur tout compact K dans R.

Exercice 5. Soit f, : [0,4+00[— R, n € N la suite d’applications donnée par

2nz?

x)=———.
fn(@) 1+ n2zt

(a) Montrer que (f,), converge ponctuellement, et calculer sa limite.

(b) Etudier 'allure du graphe de la fonction f,, pour n € N*.

(¢) Montrer que pour tout a > 0, la suite f,, converge uniformément sur [a,4+oc[, mais elle ne

converge pas uniformément sur [0, a].

Exercice 6. Counsiderons la suite de fonctions f, : [0,1] — R, n € N*, donnée par

fo()=a"Inzsiz#0, [,(0)=0.

a) Montrer que f,, est continue pour tout n € N*,

(
(b Etudier I'allure du graphe de la fonction f, pour n € N*.
(

(

¢) Montrer que (f,), converge ponctuellement, et calculer cette limite.

)
)
)
d)

Est-ce que la convergence est uniforme ? Justifier la réponse.
Exercice 7. Soit a € R, et considerons la suite de fonctions f, : [0,1] = R, n € N* donnée par

f(x) =nz(1 - :EZ)".

(a) Montrer que f,, converge ponctuellement vers la fonction nulle.
(b) Pour quelles valeurs de a la suite (f,), converge uniformément dans [0,1]?

(c) Pour quelles valeurs de a la suite (f,,), converge uniformément dans les compacts de ]0,1]?



Exercice 8. Soit f,, : R — R la suite de fonctions définie par

fo(z) = V14 a2,

(a) Montrer que la suite f,, converge ponctuellement vers une fonction f : R — R, que l'on
déterminera.

(b) Montrer que f, converge uniformément vers f.
(c) Exprimer f,, et f par rapport & des normes de points (dans R?).

(d) Remarquer que la limite uniforme de fonctions dérivables n’est pas forcément dérivable.

Espaces compacts

Exercice 9. On munit R™ de sa topologie usuelle (induite par n’importe quelle norme). Déterminer
si les parties suivantes sont compactes.

(a) A={(z,y) e R? [ 2 +y" <3}, (b) B = {(z,y) € R? | 2* +y* <5},

(c) C={(x,y,2) €R? [ 322 + 2y* + 2° <6}, (d) D={(2,y) €R? |y =P(a), P € R[a]},
(e) E = {(z,y) € R? | max{x,y} =1}, (f) F'={(z,y) € R? | max{|z],[yl} = 2},

(8) G =A( (

g) G={(z,y,2) €ER3 | 2> 22 +4% 2<2x}, (h) H={arctan(t)e’ € C=R? |t € [0,+oo[}.

Exercice 10. On munit M, (R) de sa topologie usuelle induite par sa structure d’espace vectoriel
normé. Déterminer si les parties suivantes sont compactes.

(a) A={M € My(R) | ‘MM =T},
(b) B={M € M3(R) | det M € Z},

(¢) C={M € Ma(R) | det M < 1},

(d) D={M € M2(R) | ||[Mv] <1}, ouveR?

() E={M e M,(R) | |[Mex|, <1,k=1,...,n}, ot {e1,...,e,} est une base de R™.
Exercice 11. Soit f : E — F une fonction entre deux espaces métriques. Supposons que F =

AUB avec ANB # 0.
Montrer que si f|4 et f|p sont uniformément continues, alors f est uniformément continue.

Exercice 12. Soit R”™ muni de sa topologie d’espace vectoriel normé. Montrer que les fonctions
suivantes sont uniformément continues.

(a) f:[0,27] — R?, f(z) = (cosz,sinz).
( ,

b) f:R—C, f(z) = ¢
(c) f:10,+o0[= R, f(z) = V.

(d) f:R—=R, f(z) = Jx.

(e) f:R—=R, f(z) =wsin(L)siz#0, f(0) =
(f) f:00,1* = R?, f(z,y) = (2%, zy,y°).

(g) f:[0,]] xR =R, f(z,y) = z° +2y.

Exercice 13. Dans les cas suivants, montrer que ’application f : £ — F entre espaces métriques
est uniformément continue sur K.

(@) =Ry, F=®R,[), K={(z,y) eR? | 1 <a®+4y" <4} et f(z,y) = 2" — 1.

(b) E=F=R3||,), K ={(z,y,2) € R® | 2?2+ 9?4+ 22 =1} et f(z,y,2) = (x+y+2,y+2,2).
(©) B = (Ma(R), [|.)s F = (R, 1), K = {M € Ma(R) | [M]], <2} et F(M) = det M.

(@) E = F — (Ma(R), |-|L), K — {M € Ma(R) | 'MM — I} et (M) = M + M.

Est-ce que ces fonctions sont uniformément continues sur E tout entier ?

Exercice 14. Soit V un espace vectoriel.

(a) Soient K7, Ko C V deux sous-ensembles compacts de V. Montrer que K7 U K» est compact.

(b) Soit (Kq)aer une famille de sous-ensembles compacts de V. Montrer que ﬂ K, est un

acl
compact de V.



Exercice 15. Soient V, W deux R-espaces vectoriels, et Ky, Ky deux compacts dans V et W
respectivement.

(a) Montrer que K = Ky x Ky est un sous-ensemble compact de V' x W quand V et W sont
de dimension finie.

(b) Montrer que la méme propriété est valable méme sans ’hypothese sur la dimension.

Exercice 16. Soit O C R? un ouvert de I’espace vectoriel normé R?. Montrer qu’il existe une
suite (K,)nen- de sous-ensembles de R? tels que

o0
Q= U K,, K,, est compact, K, CInt(K,41).
n=1

Indication : Considérer 'application f(x) = d(zx, Q°).

Exercice 17. Soient V, W deux espaces vectoriels normés, et f : V' — W une fonction continue.

(a) Montrer que pour tout compact K C V, son image directe f(K) est compacte dans W.

(b) Montrer & l'aide d'un exemple qu’en général f~1(K) n’est pas compact dans V, méme si K
est un compact dans W.

Exercice 18. On munit R™ de sa topologie usuelle (induite par n’importe quelle norme). Déterminer

si les parties suivantes sont compactes.

(a) A={(2s—+Vtlogt,s?+t3)eR3 | —1<s<1,1<t<4},

(b) B = {(cost,sint) € R? | |t| < 7/2},

(c) C ={(cost,sint) € R? | |¢| < 5},

(d) D = {(cos(2t),sin(3t)) € R? | t € R}.

Exercice 19. Dans R, soient A une partie de R, et s, € R. On définit
sA+t:={szc+tecR|zec A}l

Soit Cy = [0, 1], et définissons par récurrence C,, = C’%’l U (% + %)

(a) Montrer que Cy, D Cpy1.
(b) Montrer que lim C,, = ﬂ C,, est non-vide et est un compact de R.
n

n

Exercice 20. Soit F un espace métrique, et (K,), une suite de compacts non vides dans FE telle
que K,, D K, 41 pour tout n € N.

(a) Etant donnée une suite (z,,) telle que ,, € K,,, montrer que (,,) admet une valeur d’adhérence
re K=Ky
n

(b) Montrer & I'aide d’un exemple que si les K, ne sont pas compacts, le point précédent n’est
plus vérifié.



